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 Абстракт. Рассмотрены вопросы классической разрешимости и построения 

решения нелокальной обратной краевой задачи для многомерного интегро-

дифференциального уравнения Benney-Luke четвертого порядка с вырожденным 

ядром и спектральными параметрами. Вычислены значения спектральных 

параметров, получены необходимые и достаточные условия существования решения 

прямой краевой и обратной задач. Разложены в ряд Фурье решения задач, 

соответствующие разным множествам значений спектральных параметров. Доказана 

абсолютная и равномерная сходимость рядов, возможность их почленного 

дифференцирования по всем переменным и абсолютная и равномерная сходимость 

дифференцированных рядов. 
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1. Введение. 

 Теория обратных задач возникла прежде всего при решении задач 

астрономии, квантовой теории рассеяния, геофизики и т.д. Раздел обратных 

задач охватывает решения широкого спектра задач в разных направлениях 

науки (см., напр. [1-3, 13]).  Для нахождения решения прямых задач 

математической физики требуется задать коэффициенты уравнения, границу 

области, начальные и граничные условия. Обычно бывает, что во время 

решения практических задач экспериментальным путем количественные 

характеристики исследуемого объекта недоступны для непосредственного 

наблюдения или проведение самого эксперимента по тем или иным причинам 

невозможно. Тогда на практике исследователь может получить некоторую 

косвенную информацию и сделать заключение о свойствах изучаемого 

объекта. Данная информация определяется природой изучаемого объекта и 

здесь требуются математическая обработка и интерпретация результатов 

исследований. Часто возникают нелокальные интегральные условия, которые 

дают усредненную информацию об объекте [7]. В условиях, когда структура 

математической модели исследуемого процесса известна, ставится проблема 
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переопределения математической модели. Такие задачи относятся к классу 

обратных задач математической физики.  

 Бывает так, что изучаются обратные задачи, в которых все 

неизвестные коэффициенты зависят только от временной переменной и не 

зависят от пространственных переменных. Бывает и наоборот, что искомые 

характеристики не меняются со временем, но зависят только от 

пространственных переменных. В теории обратных задач часто 

рассматриваются дифференциальные уравнения параболического типа (см., 

напр. [4, 9-12, 14]). В работе [5] изучена обратная задача для уравнения 

Бюргерса. В работе [8] рассматривается задача определения правой части 

волнового уравнения с нелокальным условием. Здесь задача сводится к 

задаче минимизации некоторого функционала, построенного с помощью 

дополнительной информации. В работе [6] рассматривается задача 

определения параметров дискретных динамических систем. Здесь 

составляется квадратичный функционал и находится его градиент. 

Предлагается вычислительный алгоритм для решения рассмотренной 

обратной задачи. 

 В одномерном случае линеаризованные дифференциальные 

уравнения Benney-Luke с начальными условиями по времени и граничным 

условием Бенара по пространственному переменному описывают 

двустороннее распространение длинных волн на мелкой воде с учетом 

поверхностного натяжения [17]. В настоящей работе изучаются вопросы 

разрешимости и построения решения нелокальной обратной задачи для 

многомерного интегро-дифференциального уравнения типа Benney-Luke 

четвертого порядка с вырожденным ядром и спектральными параметрами. 

Обобщаются и развиваются методики работ [15, 16]. Здесь отметим, что 

обратные задачи для дифференциальных и интегро-дифференциальных 

уравнений со спектральными параметрами изучены совсем мало. Итак, в 

области }0,0|),{( lxTtxt =   рассматривается уравнение вида 
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kita i ,1,)( =  и система функций kisbi ,1,)( =  являются линейно 

независимыми.     

 Задача. Найти в многомерной области   пару функций  

( ) 1 2,4

,( , ) ( ) ( ), ( ) {0 } ,t xU t x C C C x C x l          

удовлетворяющую уравнению (1) и следующим условиям 
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где ,];0[)(0 TCt   − )(,)( xx  заданные достаточно гладкие 

многомерные функции в области [0; ]m m

l l = ,  

,}0,0|),{( lxTtxt =   .}0,0|),{( lxTtxt =   

 Множество значений спектральных параметров );0(   и 

);0()0;( −  разделяются на регулярные и различные иррегулярные 

подмножества. Для множества регулярных значений получается достаточные 

условия существования единственного классического решения, которое 

разлагается в ряд Фурье, доказываются: однозначная разрешимость обратной 

задачи, устойчивость решения ),( xtU  интегро-дифференциального 

уравнения (1)  по функции переопределения )(x  и по заданной функции 

)(x .  

2. Формальное разложение решения в ряд Фурье. 

 Решение уравнения (1) в области   разыскивается в виде 

следующего ряда Фурье 
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 Дифференциальное уравнение (12) решается методом вариации 

произвольных постоянных 
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......

......1

),(

)1()1(1

2)1(22)1(212

1)1(11)1(111

,...,, 1

kkikkikk

kii

kii

nni

HHHH

HHHH

HHHH

m

−−−−

−−−−

−−−−

=

+−

+−

+−

Среди элементов определителей ),(,...,, 1


mnni  находятся )(,...,, 1


mnni . В 

свою очередь, в составе функций )(,...,, 1


mnni  находятся неизвестные 
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величины 
mnn ,...,1

 . В самом деле, эти неизвестные функции находились в 

правой части CССАУ (21). Чтобы вывести их из знака определителей 

выражение в (22) запишем в следующем виде 

,)()()( ,...,,,2,...,,...,,1,...,,...,, 11111
+=

mmmmm nninnnnnnnni  

где  

 =
T

nninni sdsBsb
mm

0

,...,,...,,,1 ,),()()(
11

  

 =
T

nninni sdsEsb
mm

0

,...,,...,,,2 .),()()(
11

 

 В этом случае, согласно свойству определителя имеем 

,),(),(),( ,...,,,2,...,,...,,,1,...,,...,, 11111
+=

mmmmm nninnnninnnni  

где  

,

1......

.....................

......

......1

),(

)1()1(1

2)1(22)1(212

1)1(11)1(111

,...,,, 1

kkikkjikk

kiji

kiji

nnij

HHHH

HHHH

HHHH

m

−−−−

−−−−

−−−−

=

+−

+−

+−

 .2,1=j  

 Тогда формула (24) записывается в виде 

.
),(

),(

),(

),(
)(

,...,

,...,,,2

,...,
,...,

,...,,,1

,...,,...,,

1

1

1

1

1

11 


+




=

m

m

m

m

m

mm
nn

nni

nn
nn

nni

nnnni  (25) 

 Подставляя (25) в (20), получаем 

,),(),(),( ,...,,...,,...,,...,,..., 11111
+= tMtFtu

mmmmm nnnnnnnnnn     (26) 

где 

,),(
),(

),(
),(),(

1
,...,,

,...,

,...,,,1

,...,,..., 1

1

1

11 
=





+=

k

i
nni

nn

nni

nnnn tDtBtF
m

m

m

mm
 

.),(
),(

),(
),(),(

1
,...,,

,...,

,...,,,2

,...,,..., 1

1

1

11 
=





+=

k

i
nni

nn

nni

nnnn tDtEtM
m

m

m

mm
 

 Теперь (26) подставляем в ряд Фурье (6) 

1

1

,...,

,..., 1

( , , ) ( )
m

m

n n

n n

U t x x 


=

=   

 .),(),( ,...,,...,,...,,..., 1111
+ tMtF

mmmm nnnnnnnn                 (27) 

3. Регулярный случай. 



PROCEEDINGS OF  IAM, V.9, N.1, 2020 

 

 36 

 Рассмотрим случай, когда нарушается условие (18). Пусть  

0cos1)( ,...,,..., 11
=−= T

mm nnnn   при некоторых .  Это условие 

эквивалентно уравнению относительно   

,1cos ,...,1
= T

mnn                                              (28) 

 где  .... 22
1,...,1 mnn nn

lm
++


=  Уравнение (28) имеет положительные 

решения: 

,,
2

,...,1

Nk
T

k

mnn
k 




=       

где −N  множество натуральных чисел. Множество значений ,0 k  

определенных этой формулой назовём иррегулярными значениями параметра 

k   и обозначим через 1 . Множество других значений ,k  для которых 

условие (18) выполняется, назовём регулярными и обозначим через 

11 \),0( = .  

 Определитель ),(,...,1


mnn  в (23) есть многочлен относительно   

степени не выше .k  Уравнение 0),(,...,1
=

mnn  имеет не более k  

различных корней. Эти корни являются характеристическими числами ядра 

интегро-дифференциального уравнения (1).  Множество таких чисел 

обозначим через 2 . Другие значения   назовём регулярными и их 

множество обозначим через   22 \),0()0,( −= .  Для 2  условие 

(23) выполняется. Примем обозначение  .,:),( 211 =  Для 

регулярных значений 1),(   имеет место разложение в ряд Фурье (27). 

Поэтому в данном случае решение прямой краевой задачи в области   при 

фиксированных значениях 
mnn ,...,1

  представляется в виде ряда (27). 

 Покажем, что при определенных условиях относительно функций 

)(x  и )(x  ряд (27) сходится абсолютно и равномерно. При любых 

mnn ,...,1  и регулярных 1),(    из (26) справедливы оценки 

  ,),(
1,...,

,...,
1,...,

,...,1
1,...,

,...,

1

1

1

1

1

1 












+ 



=



=



= m

m

m

m

m

m
nn

nn
nn

nn
nn

nn Сtu  (29) 

,),(
1,...,

,...,
1,...,

,...,1
1,...,

,...,

1

1

1

1

1

1 












+ 



=



=



= m

m

m

m

m

m
nn

nn
nn

nn
nn

nn Сtu (30) 

где 1 11 120 max{ ; },C С С =  
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 ,),(max;),(maxmax ,...,
],0[

,...,
],0[,...,

11 11
1










=


tMtFС
mm

m
nn

Tt
nn

Ttnn
 

.),(max;),(maxmax ,...,
],0[

,...,
],0[,...,

12 11
1










=


tMtFС
mm

m
nn

Tt
nn

Ttnn
 

 Условия А. Пусть многомерные функции 4( ) ( ),lx C    

)(),( 4
lCyx   в многомерной области l  имеет кусочно-непрерывные 

производные до пятого порядка.  

 Тогда путем интегрирования по частям пять раз по переменной 1х  

интеграл 

1 1,..., ,...,( ) ( )
m m

m
l

n n n nx x d x  


=   

получаем, что 

,
5
1

)5(
,...,

5

,...,
1

1
n

l m

m

nn

nn












−=                                   (31) 

где 

1 1

5
(5)

,..., ,...,5

1

( )
( ) .

m m

m
l

n n n n

x
x d x

x


 




=

                              (32) 

 Путем интегрирования по частям пять раз по переменной 2x  

интеграл (32) получаем, что 

,
5
2

)10(
,...,

5
)5(

,...,

1

1 n

l m

m

nn

nn












−=                                     (33) 

где 

1 1

10
(10)

,..., ,...,5 5

1 2

( )
( ) .

m m

m
l

n n n n

x
x d x

x x


 




=

   

 Продолжая этот процесс, получим 

,
5

)5(
,...,

5
)55(

,...,

1

1
m

m
nnm

nn
n

l m

m












−=

−
                                     (34) 

где 

1 1

5
(5 )

,..., ,...,5 5 5

1 2

( )
( ) .

...m m

m
l

m
m

n n n n

m

x
x d x

x x x


 




=

    

Здесь справедливо неравенство Бесселя 
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1

1

2
52

(5 )

,..., 5 5 5
,..., 1 1 2

2 ( )
.

...m

m
m

l

m m
m

n n

n n m

x
d x

l x x x






= 

               
                (35) 

 Из (31), (32) и (34) следует, что 

.
... 55

1

)5(
,...,

5

,...,
1

1
m

m
nn

m

nn
nn

l m

m












−=                                      (36) 

 Подобными свойствами вида (31)-(36) обладает и функция 

)(),( 4
lCyx  . 

 Учитывая формулу (29) и свойства функций 
4( , ), ( , ) ( )lx y x y C     и применяя неравенство Коши-Буняковского, для 

ряда (27) получим 




=


1,...,

,...,

1

1
)(),(),,(

m

m
nn

nn xtuxtU  















+














 



=



= 1,...,
,...,

1,...,
,...,1

1

1

1

1

2

m

m

m

m
nn

nn
nn

nn

m

С
l

 















+  



=



=1,..., 1,...,

)5(
,...,55

1

)5(
,...,55

1

1

1 1
11 ...

1

...

1

m m
mm

nn nn

m
nn

m

m
nn

m nnnn
 

1

1 1

2
(5 )

1 ,...,10 10
,..., 1 ,..., 11

1

. . . m

m m

m

n n

n n n nmn n
 

 

= =


  +
 


   













+ 



=



= 1,

2
)5(
,...,

1,...,
1010

1
1

1
...

1

mn

m
nn

nn m
m

m
nn

 

1

2
5

1 10 10 5 5 5
,..., 1 1 1 2

2 1 ( )

. . . ...m
m

l

m
m

n n m m

x
d x

l n n x x x






= 


    +           

   

2
5

5 5 5

1 2

( )
,

...m
l

m

m

x
d x

x x x






  +   

     

                      (37) 

где .
2

5

11

mm
l

C
l























=  
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 Из (37) следует, что ряд (27) абсолютно и равномерно сходится в 

области  . С помощью оценок (29), (30) и условий А для функции (27) не 

трудно показать непрерывность всех производных, входящих в уравнение (1).  

 Для установления единственности решения покажем, что при 

однородном интегральном условии lxtdxtU
T

= 0,0),,(

0

 и нулевой 

правой части краевая задача (1)-(4) имеет только тривиальное решение. 

Предположим, что .0)(,0)(  xx  Тогда 
1 1,..., ,...,0, 0

m mn n n n = =  и из 

формулы (6) и (26) следует, что 

1 ,...,( , , ) ( ) 0 .
m

m
l

n nU t x x d x 


=    

 Отсюда в силу полноты систем собственных функций 

,sin
2

1
1











 

x
l

n

l
 ,...,sin

2
2

2











 

x
l

n

l
  











 

m
m

x
l

n

l
sin

2
  в ( )2

m

lL   

заключаем, что 0),,( xtU  для всех [0, ]m m

lx l =  и .],0[ Tt    

 Следовательно, если выполняются условия (18) и (23), то для прямой 

задачи (1)-(4) существует решение и это решение единственно в области .  

 Теорема 1. Пусть выполняются условия А. Тогда прямая задача (1)-

(4) при фиксированных значениях 
mnn ,...,1

  однозначно разрешима в области 

  при всевозможных mnn ,...,1  и .),( 1  Это решение определяется 

рядом (27). При этом возможно почленное дифференцирование ряда (27) по 

всем переменным и полученные ряды будут сходиться абсолютно и 

равномерно.  

  

4. Определение коэффициента в обратной задаче. 

 Теперь определим неизвестный коэффициент )(x . С этой целью 

воспользуемся условием (5). Тогда из (26) получаем 

  
 

===

l l

m
xdxtdyxtUtxdxyx

T

nn )(),,,()()(),(

0

,...,1
 

,)()(),()( ,...,,2,...,,...,,1,...,,...,

0
11111

+==  mmmmm nnnnnnnnnn

T

tdtut  

где 

.),()()(,),()()( ,...,

0

,...,,2,...,

0

,...,,1 1111
tdtMttdtFt

mmmm nn

T

nnnn

T

nn == 

 Отсюда определяем, что 
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                                .
)(

)(

,...,,2

,...,,1,...,,...,

,...,

1

111

1 

−
=

m

mmm

m
nn

nnnnnn

nn                   (38) 

 Проверяем условие, что в (38) .0)(,...,,2 1


mnn   Предположим  

 ==
T

nnnn tdtMt
mm

0

,...,,...,,2 .0),()()(
11

                   (39) 

Применяем теорему о среднем. По условию постановки задачи 

.],0[,0)( Ttt   Тогда из (39) получим, что  =
T

nn tdtM
m

0

,..., .0),(
1

   

Анализ функций ),(,...,1
tM

mnn  показывает, что это возможно, если 

справедливы следующие равенства 

 =−
T

inn tdtatT
m

0

,..., ,0)()(sin
1

  =−
T

nn tdttT
m

0

,..., .0)()(sin
1

     (40) 

 Применяем теорему о среднем к равенству (40). По условию 

постановки задачи  .],0[,0)(,0)( Tttta i    Тогда из (40) получаем, 

что  =−
T

nn tdtT
m

0

,..., .0)(sin
1

 Вычисляя этот интеграл, приходим к 

тригонометрическому уравнению 
1

,...,,..., 11
cos

−
=

mm nnnn T ,  

.... 22
1,...,1 mnn nn

lm
++


=  

  Множество положительных возрастающих решений k  этого 

уравнения обозначим через 3 . Так как 13  , то рассмотрим 

.\ 313 =k  Для всех 3 k  выполняется условие 

.0)(,...,,2 1


mnn   

 Через 2  обозначим множество  .,:),( 232 =  В 

силу достаточной гладкости функций )(,)( xx  , покажем, что следующий 

ряд сходится абсолютно и равномерно 




=




−
=

1,..., ,...,,2

,...,,1,...,,...,

1 1

111
.)(

)(

)(
)(

m m

mmm

nn nn

nnnnnn
xx              (41) 

 Условия Б. Пусть  многомерная функция )()( 4
lCx   в 

области l  имеет кусочно-непрерывные производные до пятого порядка. 
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 Учитывая свойства этой функции и применяя неравенство Коши-

Буняковского, для ряда (41) получим 
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 Из оценки (42) следует, что ряд (41) сходится абсолютно и 

равномерно в области }0{ lx  . Подставляя (42) в (27) однозначно 

определим основную неизвестную функцию ),,( xtU :       
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 Для ряда (43) нетрудно доказать справедливость оценок, которые 

доказаны для ряда (27). При этом имеет место почленное дифференцирование 

ряда (43) по всем переменным и полученные ряды будут сходиться 

абсолютно и равномерно. 

 Теперь покажем, что решение интегро-дифференциального уравнения 

(1) ),,( xtU  устойчиво по функции восстановления )(x . Пусть ),,(1 xtU  

и −),,(2 xtU два различных решения краевой задачи (1)-(4), 

соответствующие двум различным значениям функции восстановления 

)(1 x  и ,)(2 x  соответственно. Положим, что 

,,...,,...,,2,...,,1 111 mmm nnnnnn − где −
mnn ,...,1

0  достаточно малые 

величины, что ряд 


=


1,...,

,...,

1

1

m

m
nn

nn  сходится. Тогда с учетом это из (27) 

имеем 

− ),,(),,( 21 xtUxtU  




=

−
1,...,

,...,,2,...,,1,...,

1

111
),(

2

m

mmm
nn

nnnnnn tM
l

 

1 1

1

,..., ,...,
[0, ]

,..., 1

2
max ( , ) .

m m

m

n n n n
t T

n n

M t
l

 



=

   

 Отсюда окончательно получаем утверждения об устойчивости 

решения интегро-дифференциального уравнения (1) по функции 

переопределения, при этом положим 

1 1
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 Аналогично можно показать, что решение интегро-

дифференциального уравнения (1) ),,( xtU  устойчиво по заданной функции 

)(x .  

 Теорема 2. Пусть выполняются условия А и Б. При всевозможных 

mnn ,...,1  и 2),(   решения обратной задачи однозначно 

определяются из формул (41) и (43). При этом решение интегро-

дифференциального уравнения (1)  ),,( xtU  устойчиво по функции 

переопределения )(x  и по заданной функции )(x . 
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ON A NON-LOCAL INVERSE PROBLEM FOR A BENNEY-LUKE TYPE 

MULTIDIMENSIONAL INTEGRO-DIFFERENTIAL EQUATION WITH 

SPECTRAL PARAMETERS 

 

Yuldashev Т.К. 
 

ABSTRACT 

 The problems of classical solvability and construction of the solution of a nonlocal 

inverse boundary value problem for a fourth-order Benney-Luke type multidimensional 

integro-differential equation with a degenerate kernel and spectral parameters are 

considered. The values of the spectral parameters are calculated, the necessary and 

sufficient conditions for the existence of the solution of the direct and inverse problems are 

obtained. It is laid out in the Fourier series the solutions of the problem corresponding to 

different sets of values of spectral parameters. Proved absolute and uniform convergence of 

the series, the possibility of their term-by-term differentiation in all variables and the 

absolute and uniform convergence of the differentiated series.    

 

 Keywords: inverse problem, redefinition coefficient, integral conditions, spectral 

parameters, classical solvability. 
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